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Рассматривается модель энергетической системы, состоящей из турбогенератора, центробежного регуля-
тора и некоторой нагрузки. Данная система интегрируется несколькими методами при разных значениях шага 
интегрирования. Для каждого метода приведены данные о погрешности и затратах машинного времени. 
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This article describes a model power system consisting of a turbogenerator, a flyball regulator and some load. 

The model is integrated with several numerical solvers with different time step values. For each solver the data on 
accuracy and computational cost is given. 
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Введение. При моделировании систем 
большого масштаба часто имеет смысл рас-
сматривать не только абстрактные характери-
стики используемых методов интегрирования 
(например, порядок точности), но и проводить 
конкретные численные эксперименты, которые 
могут показать, насколько хорошо тот или иной 
метод работает на конкретной системе. Попы-
таемся проанализировать особенности интегри-
рования системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений, получающихся из упрощен-
ной модели энергетической системы, обладаю-
щей некоторыми свойствами реальных энерге-
тических систем. Для этой цели будем исполь-
зовать несколько известных методов, также 
рассмотрим вопрос использования их комбина-
ций. Современные методы с автоматическим 
выбором шага интегрирования не рассматрива-
ются, поскольку, на наш взгляд, автоматический 
выбор шага интегрирования усложняет иссле-
дование особенностей каждого метода.   

Математическая модель. Рассмотрим 
турбогенератор, вращение которого происходит 
под действием крутящего момента паровой тур-
бины Q, момента сопротивления, зависящего от 
квадрата угловой скорости вращения турбины, и  
момента, создаваемого нагрузкой. Запишем 
уравнение для угловой скорости вращения та-
кой машины: 

,d Q I
dt
ω
= γ − ηω ω − ξω  

где ω – угловая скорость вращения турбины; I – 
сила тока, проходящего через нагрузку; η, ξ, γ – 
некоторые коэффициенты.  

Скорость вращения ротора генератора 
находится под управлением центробежного ре-
гулятора, состояние которого описывается сле-
дующим уравнением: 
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2
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dtdt
ρ ρ
= ω ρ − α − ρ − ρ  

где ρ – уровень регулирования (т. е. отклонение 
регулятора от оси вращения); k2 – отношение 
жесткости пружины к центробежной массе; α – 
коэффициент, учитывающий действие вязких 
сил; ρ0 – значение ρ в состоянии покоя. 

Примем, что Q зависит от ρ следующим 
образом:  
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Коэффициенты υ1, υ2 выберем таким образом, 
чтобы обеспечить достаточно плавное измене-
ние Q в зависимости от ρ на всей области опре-
деления (используем υ1 = 4, υ2 = 2). 

Сила тока вычисляется из уравнения 

( ) ,r R I+ = βω = ε  

где  r – внутреннее сопротивление генератора; 
R – сопротивления нагрузки; ε – ЭДС генерато-
ра. 

Значения констант подберем таким обра-
зом, чтобы установившиеся режимы работы и 
характерные времена переходных процессов 
имели тот же порядок величины, что и в реаль-
ных системах. Так, будем считать, что время 
разгона турбины из состояния покоя до задан-
ной скорости имеет порядок нескольких минут, 
время остановки турбины под действием силы 
трения имеет порядок десятков минут, частота 
вращения турбины в установившемся режиме – 
около  30 Гц. Были получены следующие значе-
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ния: γ = 0,0156; η = 0,0000323; ξ = 0,0001; α = 5; 
k2 = 520; β = 12,0; ρmin = 3; ρmax  = 10. 

Режим работы системы следующий: в мо-
мент времени t = 0 турбина не вращается; далее 
она начинает ускоряться и в некоторый момент 
времени t1 подключается нагрузка.  

Интегрирование системы. Рассмотрим 
интегрирование вышеописанной системы на 
промежутке в 10 мин. Для решения будем ис-
пользовать следующие методы: 
1) метод Рунге-Кутты 4-го порядка [1]; 
2) метод Bogacki-Shampine 3-го порядка [2]; 
3) метод Dormand-Prince 5-го порядка [3]; 
4) метод Эйлера-Коши [1]; 
5) неявный метод Эйлера [1]; 
6) метод Трапеций [1]; 
7) метод Адамса – Башфорта – Моултона [1]. 

В предложенном списке представлены ме-
тоды трех разных групп: явные методы типа Рун-
ге-Кутты 2, 3, 4, 5 порядков точности (методы 1–4); 
неявные методы (5 и 6) и метод типа предиктор-
корректор (6). Для неявных методов решение по-
лучаемой системы алгебраических уравнений 
производилось методом Ньютона, использующим, 
в свою очередь, для решения линеаризованной 
системы метод LUP – разложения [5].  

Будем интегрировать данную систему 
уравнений с различным шагом и рассмотрим 
зависимость точности вычислений и затрат ма-
шинного времени для каждого метода. Под точ-
ностью будем понимать rooted-mean square раз-
ности между полученным решением и прибли-
жением точного решения, полученным интегри-
рованием системы с очень малым шагом. Заме-
тим, что использование в практических целях 
интегрирования с таким размером шага, кото-
рый мы принимаем за точное решение, мало-
эффективно, поскольку вычисления даже в рас-
сматриваемых нами относительно простых ус-
ловиях (одна турбина, интервал интегрирования 
10 мин) занимают достаточно много времени. 
Анализ графиков (рис. 1, 2), полученных в ре-
зультате экспериментов, показывает, что пове-
дение методов при изменении шага существен-
но различается. Так, только неявными методами 
удалось успешно решить задачу при всех ис-
пользованных значениях шага. При этом если 

неявный метод Эйлера показывает практически 
линейную зависимость точности от размера ша-
га, то для метода трапеций эта зависимость но-
сит достаточно сложный характер, его точность 
в некоторых случаях ухудшается при уменьше-
нии шага. С точки зрения времени выполнения 
зависимость обратная: неявные методы ожи-
даемо значительно уступают явным в быстро-
действии, причем это отставание возрастает с 
уменьшением шага достаточно быстро. Интере-
сен тот факт, что метод Bogacki-Shampine, 
имеющий 3-й порядок точности, в большинстве 
случаев превосходит методы Рунге-Кутты-4 и 
Dormand-Prince, имеющие соответственно 4-й и 
5-й порядок точности, при меньших затратах 
машинного времени.  

Чтобы оценить эффективность каждого 
метода, которую определим как величину, обрат-
ную произведению погрешности на время, рас-
смотрим графики «эффективности» (рис. 3). 
Анализ графиков показывает, что зависимость 
эффективности метода от размера шага (h) но-
сит достаточно сложный характер, в частности, 
для многих методов характерны «пульсации» на 
значениях, делящих интервал интегрирования 
нацело.  В общем, можно сказать, что неявный 
метод Эйлера оказался неэффективен при лю-
бом h. При больших h более эффективным ока-
зывается метод трапеций. При более мелком 
шаге однозначно лучший метод определить 
очень сложно. Так, например, метод трапеций 
показывает как достаточно высокую, так и доста-
точно низкую эффективность, тогда как методы 
Bogacki-Shampine и Эйлера-Коши показывают 
гораздо лучшие результаты в среднем. Поэтому 
для данной системы возможно использование 
одного из гибридных методов, предложенных в 
[4]. Детальное исследование эффективности 
гибридных методов для данной системы выходит 
за рамки нашего исследования, укажем только, 
что гибридный метод на основе методов трапе-
ций и Bogacki-Shampine показал результаты, 
сравнимые с результатами методов  группы Рун-
ге-Кутты при малом шаге, но при этом, как и не-
явные методы, оказался применим при всех ис-
следованных значениях величины шага. 
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       а)        б) 
Рис. 1. Графики зависимости погрешности (а) и времени вычислений (б) от величины шага интегрирования (крупный шаг) 

 
а)        б) 

 
Рис. 2. Графики зависимости погрешности (а) и времени вычислений (б) от величины шага интегрирования (мелкий шаг) 
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а)        б) 

Рис. 3. Эффективность методов интегрирования: а – при h = 0,18–0,02; б – при h = 0,02–0,002 
 

Заключение 
 

Для моделирования рассмотренной сис-
темы выбор метода интегрирования является 
достаточно важной задачей, так как точность и 
затраченное машинное время могут отличать-
ся в несколько раз. Более того, большинство 
методов для решения этой системы требуют 
выбора достаточно маленького шага интегри-
рования. Но и при малом шаге однозначно вы-
брать лучший метод сложно. Возможной аль-
тернативой видятся гибридные методы, а так-
же методы с автоматическим выбором шага.  
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